
ВВЕДЕНИЕ

Возникновение теории дифференциальных игр было связано с
приложениями в военном деле, когда оказалось необходимым ма-
тематически описать и исследовать взаимодействие во времени
конфликтующих сторон. Первой монографией в этой области при-
кладной математики является книга Р. Айзекcа “Дифференциаль-
ные игры”, изданная в США в 1955 году (см. [1]). Однако основное
содержание монографии было опубликовано в период с 1951 по
1954 год в закрытых публикациях корпорации “РАНД”. В нашей
стране первые работы в этой области связаны с именами Л.С. Пон-
трягина, Н.Н. Красовского, Л.А. Петросяна (см. [2], [3], [4], [5]). В
последние годы значительно усилился интерес к теории дифферен-
циальных игр со стороны экономистов, социологов, специалистов
в области международных отношений (см. [6]). Это связано с тем,
что любая сложная социально-экономическая, политическая систе-
ма развивается в результате действий многочисленных отдельных
индивидуумов, имеющих собственные цели, а также случайных
факторов. Происходит типичный конфликтноуправляемый про-
цесс, математической моделью которого является дифференциаль-
ная игра N лиц. Основными проблемами в дифференциальных иг-
рах N лиц являются выработка принципа оптимальности (опреде-
ление того, что является оптимальным поведением), доказательст-
во его существования и поиск аналитических методов или числен-
ных алгоритмов нахождения оптимального решения. На сегодняш-
нем этапе развития теория дифференциальных игр использует
сложный математический аппарат теории дифференциальных
уравнений, теории оптимального управления, теории вероятно-
стей, теории игр и функционального анализа. Поэтому может пока-
заться невероятной сама постановка вопроса о преподавании основ
теории дифференциальных игр в средней школе. Однако это не так.
Имеется целый класс задач этой теории, а именно: задачи “просто-
го преследования” на плоскости, которые могут быть математиче-
ски точно сформулированы, не выходя за рамки программы 9−10
кл. и содержащие в себе основные определения и понятия совре-
менной теории дифференциальных игр. Здесь могут быть даже по-
ставлены задачи для самостоятельной работы школьников, кото-
рые при соответствующем усердии могут привести к новым науч-
ным результатам. 

ПРОСТОЕ ДВИЖЕНИЕ

Пусть точка P начинает движение на плоскости из начального со-
стояния (положения) x0. Если отмечать ее текущие положения, то мы
получим на плоскости некоторую непрерывную кривую, которая на-
зывается траекторией движения. Будем производить отсчет прой-
денного пути вдоль траектории от начальной точки x0. Во всяком дви-
жении длина пути s, пройденного точкой P, зависит от времени. Это
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обстоятельство позволяет записать s как функцию вре-
мени: s = s(t). Если известен способ перемещения точки
P по этой траектории, то можно установить формулу,
определяющую положения точки на траектории в лю-
бой момент времени, т.е. закон движения точки. 

Траектория движения точки P на плоскости может
представлять собой как прямую, так и кривую линию.
Соответственно этому движения разделяются на пря-
молинейные и криволинейные. Простым движением на-
зывается такое движение, при котором расстояние,
пройденное точкой P из начального состояния x,

s(t)=ρt,
здесь t — время, в течение которого происходило дви-
жение, s(t) — путь, пройденный точкой P из начально-
го состояния x0 за время t, а величина ρ, представляю-
щая собой путь, проходимый точкой P в единицу вре-
мени, называется линейной скоростью точки. При
простом движении величина ρ является постоянной и
не зависит от времени. 

Таким образом, простое движение точки P из на-
чального местоположения x0 на плоскости есть движе-
ние по любой криволинейной траектории, исходящей
из этой точки, с постоянной линейной скоростью ρ. 

Простое движение точки P может рассматриваться
в выпуклом множестве S на плоскости, т.е. в процессе
движения точка P не покидает множество S. Напом-
ним, что множество называется выпуклым, если отре-
зок, соединяющий две любые его точки, целиком со-
держится в этом множестве. 

ПРОСТОЕ ДВИЖЕНИЕ ПО ЛОМАНЫМ

Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать лишь
подкласс простых движений, а именно всевозможные дви-
жения по ломаным с конечным числом вершин. Это озна-
чает, что мы будем предполагать в дальнейшем, что точка
P, двигаясь с постоянной линейной скоростью ρ из на-
чального положения x0, может изменять направление сво-
его движения лишь конечное число раз. Отметим, что лю-
бое простое движение может с достаточной степенью точ-
ности быть аппроксимировано (приближено) простым
движением по ломаным с конечным числом вершин.

Изучим закон движения точки P по ломаным с ко-
нечным числом вершин. Предположим, что на плоско-
сти введена ортогональная система координат x0y и в
момент времени t = 0 точка P находится в положении
x0 = = (x01, x02). Пусть точка P в момент времени t = 0
начинает движение в некотором фиксированном на-
правлении с постоянной линейной скоростью ρ. Это
равносильно тому, что точка P, начиная с момента вре-
мени t = 0, движется с некоторой постоянной вектор-
скоростью ω0 = = (ω01, ω02), ω01

2 + ω02
2 = ρ2. 

Точка Р, двигаясь с вектор-скоростью ω0 в проме-

жутке времени [0, t], пройдет путь, длина которого
равна 

s = ρ t = (ω01
2 + ω02

2)1/2 t = |ω0|t = |t ω0|,
где ω0 — длина вектора ω0. Если символом P(t) = (P1(t),
P2(t)) обозначим положение точки P в момент t ≥ 0, P(0)=
= x0, то будем иметь 

P(t) = x0 + tω0
или в координатах 

P(t) = (P1(t), P2(t)) = (x01 + t ω01, x02 + t ω02).    (1)
Таким образом, при движении точки P с вектор-

скоростью ω0 закон ее движения описывается урав-
нением (1).

Пусть в момент времени t = t1 точка P изменяет на-
правление своего движения и начинает перемещаться
с постоянной вектор-скоростью ω1 = (ω11, ω12), ω11

2 +
+ ω12

2 = ρ2. Точка P, продолжая движение с вектор-ско-
ростью ω1 из начального положения P(t1), в промежут-
ке времени [t1, t] t ≥ t1, пройдет путь, длина которого
равна  s = (t − t1)ρ = |(t − t1) ω1|. Тогда при t ≥ t1 имеем 

P(t) = P(t1) + (t − t1) ω1
или в координатах 

P(t) = (P1(t), P2(t)) =
= (P1(t1) + (t − t1) ω11, P2(t2) + (t − t1) ω12).    (2)

Если в формуле (2) учесть, что P(t1) = (x01 + t1ω01, x02 +
+ t1 ω02) (см. (1)), то для точки P(t) при t ≥ t1 получаем 

P(t) = (P1(t), P2(t)) =
= (x01 + t ω01 + (t − t1) ω11, x02 + t1ω02) + (t − t1) ω12. (3)
Таким образом, закон движения точки P на проме-

жутке времени [0, t1] (t1 — момент изменения направ-
ления движения точки P) описывается уравнением (1),
а при t ≥ t1, когда P двигается с вектор-скоростью ω1, —
уравнением (3). Последующие изменения направле-
ний движения точки P приводят нас к аналогичным
формулам. Однако по предположению точка P может
изменять направление своего движения лишь конеч-
ное число раз, поэтому, начиная с некоторого момента
времени t = tk, где k — некоторое натуральное число,
точка P при всех t ≥ tk будет перемещаться с некоторой
постоянной вектор-скоростью 

ωk = (ωk1, ωk2), ωk1
2 + ωk2

2 = ρ2
2.

Аналогично формулам (1), (3) можем получить 
P(t) = P(tk) + (t − tk) ωk, t ≥ tk

или в координатах 
P(t) = (P1(t), P2(t)) =
= (P1(tk) + (t − tk) ωk1, P2(tk) + (t − tk) ωk2) =
= (x01 + t1 ω01 + (t2 − t1) ω11 + ... + (tk − tk−1) ωk−11 +

+ (t − tk) ωk1, x02 + t1 ω02 + (t2 − t1) ω12 + ... 
...+ (tk − tk−1) ωk−12 + (t − tk) ωk2),    (4)

Петросян Л.А. Дифференциальные игры преследования
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где ω0 = (ω01, ω02), ω1 = (ω11, ω12), ... , ωk−1 = (ωk−11, ωk−12) —
постоянные вектор-скорости, выбранные точкой P в
момент времени 0, t1, t2, ... , tk соответственно. Мы
определили закон движения точки P вдоль лома-
ной с началом в точке P(0) и с вершинами в точках
P(t1), P(t2), ... , P(tk). Таким образом, закон движения
точки P по этой ломаной на отрезке времени [0, t1]
описывается уравнением (1), где ω0 = (ω01, ω02), ω01

2 +
+ ω02

2 = ρ2 — вектор-скорость, выбранная точкой P в
момент времени t = 0; на отрезке времени [t1, t2] —
уравнением (3), где ω1 = (ω11, ω12), ω11

2 + ω12
2 = ρ2 —

вектор-скорость, выбранная точкой P в момент времени
t = t1, и т. д.; начиная с некоторого номера t = tk — уравне-
нием (4), где ωk = (ωk1, ωk2), ωk12 + ωk2

2 = ρ2 — вектор-
скорость, выбранная точкой P в момент времени t = tk.

Отметим, что движение точки P по ломаным с ко-
нечным числом вершин можно также рассматривать
на любом конечном отрезке времени [0, Θ]. 

ИГРА ПРЕСЛЕДОВАНИЯ 
С ПРОСТЫМ ДВИЖЕНИЕМ

Пусть на плоскости задано выпуклое множество S.
Точки P1, P2, ... , Pm и E перемещаются в S, обладая
простым движением с постоянными линейными ско-
ростями ρ1, ρ2, ... , ρm и σ соответственно (здесь и всю-
ду в дальнейшем рассматриваются только простые
движения по ломаным с конечным числом вершин).
Используя терминологию теории игр, совокупность
точек P1, P2, ... , Pm назовем преследующим игроком
или нарядом преследователей, а E — убегающим игро-
ком. Движение наряда P и игрока E начинается в мо-
мент времени t = 0 из начальных положений P1(0),
P2(0), ... , Pm(0), E(0). Положения игроков P1, P2, ... , Pm,
E в момент t ≥ 0 обозначим соответственно P1(t), P2(t),
... , Pm(t) и E(t). 

Мы будем говорить, что наряд P осуществил встречу
с E, если хотя бы один из преследователей Pi наряда P
осуществил встречу с E, т.е. когда впервые положение E
совпадает с положением хотя бы одного преследователя
Pi из наряда P. Преследование нарядом P убегающего E
начинается в момент времени t = 0 и завершается, когда
наряд P осуществляет встречу с E. Потребуем, чтобы в
процессе движения все преследователи из наряда P и
убегающий E не покидали множества S. Целью наряда P
является встреча с убегающим E за минимальное время,
а цель убегающего E — оттянуть момент встречи или из-
бежать ее, если это возможно.

В каждый момент времени t ≥ 0 игроку E известно свое
положение и положение всех преследователей в этот же
момент времени. Каждый преследователь Pi из наряда P в
момент времени t ≥ 0 знает положения всех членов наря-
да, включая себя, положение игрока E и направление его дви-
жения в этот же момент времени t, однако ему неизвестны

будущие маневры E, т.е. Pi не знает, когда и как будет из-
менять игрок E направление своего движения в будущем. 

Такую задачу преследования будем называть игрой
преследования с простым движением и обозначать
Γ (m, 1; S), подчеркивая при этом зависимость от числа
преследователей и вида множества S. В случае, ког-
да S совпадает с плоскостью, такую игру обозначим
Γ (m, 1). При необходимости также будем использовать
запись Γ (P1, P2, ... , Pm, E; S) или Γ (P1, P2, ... , Pm, E). 

Конечное число Θ назовем оптимальным временем
преследования в игре Γ (m, 1; S) относительно началь-
ных положений P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0), если вы-
полнены следующие условия: 

а) для любых движений игрока E существует спо-
соб поведения наряда P, гарантирующий ему встречу
с E не позже, чем за время Θ; 

б) существует такой способ поведения игрока E, что
наряд P не может осуществить встречу с E до момента Θ. 

Если для конечного числа Θ выполнено только ус-
ловие а), то число Θ назовем гарантированным време-
нем преследования относительно начальных положе-
ний P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0), а если для конечного
числа Θ выполнено только условие б), то число Θ на-
зовем гарантированным временем избежания встречи
относительно начальных положений P1(0), P2(0), ... ,
Pm(0) и E(0). 

Пусть Θ — оптимальное время преследования от-
носительно начальных положений P1(0), P2(0), ... ,
Pm(0) и E(0). Тогда любой способ поведения убегаю-
щего E, при котором наряд P не может осуществить с
ним встречу до момента Θ (условие б)), назовем опти-
мальной стратегией игрока E. Способ поведения на-
ряда P, при котором гарантируется встреча с E за вре-
мя не позже, чем за время Θ (условие а)), назовем оп-
тимальной стратегией наряда P. 

Под решением игры Γ (m, 1; S) мы будем понимать
нахождение оптимальной стратегии наряда P, опти-
мальной стратегии игрока E и оптимального времени
преследования. 

Мы будем говорить, что в игре Γ (m, 1; S) из началь-
ных положений P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0) возможно
убегание, если существует такой способ поведения
убегающего E, что наряд P не может осуществить с
ним встречу на любом конечном отрезке времени
[0, Θ]. Это означает, что если перед началом игры E
поставил перед собой задачу избежать встречи с наря-
дом P в течение любого конечного, но фиксированно-
го заранее времени Θ, то у него существует способ по-
ведения, гарантирующий выполнение этой задачи при
любых действиях наряда P. 

ИГРА С “ЛИНИЕЙ ЖИЗНИ”

Пусть на плоскости задано выпуклое множество S,
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не совпадающее с плоскостью. Границу S обозначим
буквой L и назовем линией жизни. Точки P1, P2, ... , Pm
и E, т.е. наряд преследователей P и убегающий E, пе-
ремещаются в S, обладая простым движением с посто-
янными линейными скоростями ρ1, ρ2, ... ρm и σ соот-
ветственно. Так же, как и в игре Γ (m, 1; S), движение
наряда P и убегающего E начинается в момент t = 0 из
положений P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0); предполагает-
ся, что игроки P и E в каждый момент времени t ≥ 0 об-
ладают той же информацией, что и в игре Γ (m, 1; S).
Цель наряда P — не допустить достижения границы —
линии жизни L — игроком E до встречи с нарядом P.
Цель убегающего E — достижение линии жизни L, при
этом избегая встречи с P до момента достижения L. Та-
кую задачу преследования с простым движением назо-
вем игрой с линией жизни и будем обозначать Γ (m, 1; S).
Если из начальных положений P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и
E(0) существует способ поведения наряда P, гаранти-
рующий достижение его цели при любых движениях
E, то способ поведения назовем оптимальной страте-
гией наряда P и будем говорить, что в игре Γ (m, 1; S)
из начальных положений P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0)
выживание невозможно. Это означает, что если в игре
Γ (m, 1; S) из начальных положений P1(0), P2(0), ... ,
Pm(0) и E(0) выживание невозможно, то оптимальная
стратегия наряда P гарантирует встречу с убегающим
E до достижения им линии жизни L.

Если для начальных положений P1(0), P2(0), ... ,
Pm(0) и E(0) существует способ поведения убегающе-
го E, гарантирующий достижение его цели, то этот
способ назовем оптимальной стратегией E и будем
говорить, что в игре Γ (m, 1; S) из начальных положе-
ний P1(0), P2(0), ... , Pm(0) и E(0) возможно выжива-
ние. Это означает, что если в игре Γ (m, 1; S) из началь-
ных положений P1(0), P2(0), ..., Pm(0) и E(0) выживание
возможно, то оптимальная стратегия E гарантирует
ему достижение линии жизни L до встречи с P.

Таким образом, на элементарном уровне нам удалось
математически точно сформулировать основные поня-
тия дифференциальных игр преследования: “оптималь-
ное время преследования”, “гарантированное время
преследования”, “гарантированное время избежания
встречи”, “оптимальная стратегия игрока” и “решение
игры”. Оказывается, и это можно доказать элементар-
ными методами, что в ряде случаев оптимальной стра-
тегией для преследователя является стратегия парал-
лельного сближения, т. е. такой способ поведения, ког-
да преследователь P сближается с E таким образом, что
отрезок, соединяющий их текущие местоположения,
остается параллельным самому себе. Эта стратегия на-
зывается П-стратегией. Для описания движения пресле-
дователя при использовании П-стратегии достаточно
математических знаний в объеме 9—10 класса средней
школы. Интересной задачей на геометрические места

может служить задача определения множества точек
встречи при условии, когда преследователь использует
П-стратегию, а движение убегающего произвольно. Эта
задача решается также на элементарном уровне и это
множество оказывается кругом Аполлония. Это обстоя-
тельство дает решение игры с линией жизни с одним
преследователем и одним убегающим: если круг Апол-
лония относительно начальных состояний P(0), E(0) це-
ликом содержится в множестве S, не пересекаясь с его
границей, то преследователь, используя П-стратегию,
гарантирует встречу с убегающим игроком внутри S
при всех движениях последнего; если же круг Аполло-
ния пересекается с границей множества S, то у убегаю-
щего существует стратегия, гарантирующая ему дости-
жение границы множества S (линии жизни) до его по-
имки преследователем. П-стратегия является оптималь-
ной и в других задачах преследования. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В указанных терминах возможна также точная фор-
мулировка неантaгонистических игр преследования и
связанных с этим новых, достаточно сложных принци-
пов оптимальности: равновесия по Нэшу и оптималь-
ности по Парето. Соответствующие примеры приведе-
ны в популярных книгах [7], [8]. Особенно привлека-
тельной для творчески мыслящих школьников являет-
ся возможность получения новых математических ре-
зультатов элементарными методами. В частности, до
сих пор является открытой проблема нахождения оп-
тимальных стратегий в игре с одним преследователем
и двумя убегающими, одним преследователем и одним
убегающим при условии, что один из них или оба не
могут выходить за пределы некоторого заданного мно-
жества и необъятный класс задач преследования, ког-
да игроки могут не знать точно местоположение друг
друга на определенных этапах игры. 

Игры преследования на плоскости могут лечь в ос-
нову создания широкого класса интеллектуальных
компьютерных игр.
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